Sur le lemme de Brody by Duval, Julien
ar
X
iv
:m
at
h/
07
01
05
0v
1 
 [m
ath
.C
V]
  2
 Ja
n 2
00
7 SUR LE LEMME DE BRODY
Julien Duval
Re´sume´. Le lemme de Brody est un outil de base en hyperbolicite´ complexe. On
en pre´sente une version pre´cisant la localisation d’une courbe entie`re issue d’une
suite divergente de disques holomorphes. Elle donne aussi une caracte´risation de
l’hyperbolicite´ en termes d’ine´galite´ isope´rime´trique.
0. Introduction.
Soit X une varie´te´ compacte complexe, munie d’une me´trique hermitienne. Une
suite divergente de disques holomorphes dans X produit par reparame´trage une
courbe entie`re, i.e. une application holomorphe non constante de C dans X . C’est
le contenu du lemme de Brody :
Lemme [1]. Soit (fn) une suite d’applications holomorphes du disque unite´ D de
C dans X. On suppose que ‖f ′n(0)‖ tend vers l’infini. Alors il existe une suite
(rn) de reparame´trages de C telle que fn ◦ rn converge localement uniforme´ment
vers une courbe entie`re, apre`s extraction.
Rappelons que X est hyperbolique (au sens de Kobayashi) si la pseudome´trique
K(x, v) = inf {
1
r
/ ∃f : D → X holomorphe avec f(0) = x et f ′(0) = rv}
est non de´ge´ne´re´e. Le lemme de Brody permet de caracte´riser les varie´te´s hyper-
boliques :
Corollaire. Une varie´te´ compacte complexe est hyperbolique si et seulement si
elle ne contient pas de courbe entie`re.
L’inconve´nient principal de ce lemme est l’absence de controˆle sur la localisation
de la courbe entie`re produite. Nous en pre´sentons ici une version quantitative qui
pallie ce de´faut. Pour cela on s’inte´resse plutoˆt aux suites de disques holomorphes
qui divergent du point de vue de l’aire. Il n’est pas difficile de supposer, quitte a`
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re´duire un peu ces disques, que la longueur de leur bord devient ne´gligeable devant
leur aire (voir [6]). On introduit donc tout naturellement la
De´finition. Un courant positif ferme´ T de masse 1 est dit d’Ahlfors s’il existe une
suite (∆n) de disques holomorphes dans X telle que long(∂∆n) = o(aire(∆n)) et
T = lim [∆n]aire(∆n) .
Ces courants apparaissent notamment dans la preuve par M. McQuillan ([5]) de
la conjecture de Green-Griffiths pour certaines surfaces (voir aussi [2],[3],[6],[8]).
Voici notre re´sultat principal. Il localise la courbe entie`re produite a` partir de
la suite divergente de disques holomorphes la` ou` l’aire s’accumule :
The´ore`me. Soit T un courant d’Ahlfors dans X. On suppose que T charge un
compact K. Alors il existe une courbe entie`re coupant K sur un ensemble d’aire
non nulle.
Une analyse de la de´monstration donne de plus que la courbe entie`re est con-
tenue dans le support de T .
Comme dans le lemme de Brody, cette courbe est obtenue par reparame´trage
des disques ∆n et passage a` la limite, cette fois au sens de Gromov. Pre´cise´ment,
si ∆n = fn(D), on construit une suite (rn) de reparame´trages de C telle que :
i) fn ◦ rn soit de´finie asymptotiquement sur C (resp. C
∗),
ii) l’aire de l’image de fn ◦ rn soit uniforme´ment majore´e sur tout compact de
C (resp. C∗),
iii) l’image de fn ◦ rn rencontre un voisinage de plus en plus petit de K sur un
ensemble d’aire au moins 1.
Apre`s extraction et du fait des bornes d’aire, fn ◦ rn converge localement uni-
forme´ment vers f hors d’un ensemble discret de C (resp. C∗) et f se prolonge
holomorphiquement aux points de cet ensemble (voir par exemple [9]). Cette ap-
plication (resp. son rele`vement via l’exponentielle) est la courbe entie`re voulue.
Voici comment on obtient ces reparame´trages. Notons pour simplifier an l’aire
de ∆n. On produit d’abord, par un lemme de Besicovitch (voir [7]), de petits
disques disjoints dans D en nombre de l’ordre de an dont l’image par fn coupe un
voisinage de K sur un ensemble d’aire au moins 1. Cela vient du fait que T charge
K. Comme ces disques sont disjoints et nombreux, on en de´duit une borne sur l’aire
de leur image. Ce sont les germes de la courbe entie`re. Puis on double ces disques
toujours a` la source. Un premier proble`me est de rester dans D. On l’assurera pour
une bonne partie des disques car la longueur de ∂∆n devient ne´gligeable devant
an. Un deuxie`me proble`me est de les conserver disjoints en nombre suffisant. Si
c’est possible on obtient une borne d’aire de l’image de ces disques double´s. Sinon
une analyse combinatoire de la re´partition des disques initiaux fournit des anneaux
disjoints de module arbitrairement grand et en nombre de l’ordre de an. Quand
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on peut re´pe´ter inde´finiment l’ope´ration de doublement on construit une image de
C. Sinon on produit une image de C∗.
Voici deux conse´quences du the´ore`me. La premie`re est une caracte´risation de
l’hyperbolicite´ en termes d’ine´galite´ isope´rime´trique, a` la Gromov (voir [4] pour
un e´nonce´ analogue) :
Corollaire. Une varie´te´ compacte complexe est hyperbolique si et seulement si
ses disques holomorphes ve´rifient une ine´galite´ isope´rime´trique line´aire.
Autrement dit, il existe une constante C telle que tout disque holomorphe ∆
ve´rifie
aire(∆) ≤ C long(∂∆).
Cette proprie´te´ est inde´pendante de la me´trique hermitienne choisie sur X . Quand
elle n’est pas satisfaite on peut construire un courant d’Ahlfors dans X , donc une
courbe entie`re : X n’est pas hyperbolique. Inversement, si X n’est pas hyper-
bolique on dispose d’une courbe entie`re. Le lemme d’Ahlfors (voir [2]) nous donne
alors une suite de disques concentriques dans cette courbe dont la longueur de bord
devient ne´gligeable devant l’aire : l’ine´galite´ isope´rime´trique line´aire est viole´e.
La seconde conse´quence ge´ne´ralise un re´sultat de [3] :
Corollaire. Si un courant d’Ahlfors de X charge un ensemble analytique, celui-ci
contient une courbe entie`re.
En effet une courbe entie`re coupant un ensemble analytique sur un ensemble
d’aire non nulle doit y eˆtre contenue.
Signalons que le the´ore`me peut produire dans certains cas plusieurs courbes
entie`res a` partir d’une suite divergente de disques. Il suffit par exemple que le
courant d’Ahlfors associe´ charge un ensemble analytique sans eˆtre entie`rement
porte´ par lui.
Les e´nonce´s pre´ce´dents s’appliquent aussi aux courants d’Ahlfors limites d’une
suite d’unions finies de disques holomorphes (voir [3]). Ceci permet de couvrir les
courants issus de courbes entie`res apre`s re´gularisation a` la Nevanlinna.
Enfin la souplesse de la me´thode employe´e rend (mutatis mutandis) ce the´ore`me
valide dans un cadre beaucoup plus vaste, en fait de`s qu’on dispose d’un the´ore`me
de compacite´ a` la Gromov : courbes pseudoholomorphes, applications harmoniques
minimisantes etc...
Cet article re´pond a` des questions de M. McQuillan et M. Paun. Qu’ils en
soient chaleureusement remercie´s.
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1. Pre´liminaires.
Voici l’e´nonce´ de compacite´ au coeur de ce qui va suivre. Il remonte au moins
a` Gromov dans un contexte bien plus large (voir par exemple [9]).
The´ore`me. Soit gn : D → X une suite d’applications holomorphes du disque
unite´ de C dans X. On suppose l’aire de gn(D) uniforme´ment borne´e. Alors,
quitte a` extraire,
i) gn converge localement uniforme´ment vers g sur D prive´ d’un nombre fini de
points d’explosion;
ii) g se prolonge en une application holomorphe encore note´ g : D → X;
iii) en un point d’explosion e, il existe une suite de disques dn dans D tendant
vers e telle que gn(dn) converge au sens de Hausdorff et en aire vers une union
finie de courbes rationnelles (des bulles).
Dans la suite on dira que gn tend vers g au sens de Gromov. Les bulles sont en
nombre fini du fait de la borne d’aire. En effet une courbe rationnelle de X a une
aire minore´e a priori, par exemple par 1 quitte a` normaliser la me´trique.
En voici deux variantes a` bord.
Variante 1. Soit dn une suite de disques convergeant vers 0 et gn : D − dn → X
une suite d’applications holomorphes, lisses jusqu’a` ∂dn. On suppose que l’aire de
gn(D − dn) est uniforme´ment borne´e et que la longueur de gn(∂dn) tend vers 0.
Alors, quitte a` extraire, gn tend au sens de Gromov vers une application holomor-
phe g : D → X.
En particulier gn(D1 − dn) converge au sens de Hausdorff et en aire vers la
re´union du disque holomorphe g(D1) et d’un nombre fini de courbes rationnelles,
si D1 est un disque le´ge`rement plus petit que D.
Variante 2. Soit D+ le demi-disque unite´ supe´rieur et gn : D
+ → X une suite
d’applications holomorphes, lisses jusqu’a` ]−1, 1[. On suppose que l’aire de gn(D
+)
est uniforme´ment borne´e et que la longueur de gn(]−1, 1[) tend vers 0. Alors, quitte
a` extraire, gn tend au sens de Gromov vers un point.
De meˆme gn(D
+
1 ) converge au sens de Hausdorff et en aire vers une union finie
de courbes rationnelles si D1 est un peu plus petit que D.
Esquissons par exemple la de´monstration de la deuxie`me variante.
On peut toujours supposer que gn(] − 1, 1[) tend vers un point p. Il s’agit de
ve´rifier la convergence de gn vers p au voisinage de ]− 1, 1[ hors d’un nombre fini
de points au bord. Fixons ǫ petit par rapport au diame`tre d’un domaine de carte
de X centre´ en p. Un point de ]−1, 1[ est dit d’explosion si, pour tout demi-disque
d+ centre´ en ce point, on a lim aire(gn(d
+)) > ǫ2. Soit un demi-disque d+ centre´
sur ] − 1, 1[ hors de ces points d’explosion, assez petit pour que l’aire de gn(d
+)
soit borne´e par ǫ2. Il suffit de montrer que gn converge vers p sur d
+. Par un
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argument longueur-aire et quitte a` re´duire un peu d+, on peut supposer que la
longueur de gn(∂d
+ ∩ (Im(z) > 0)) est de l’ordre de ǫ. Autrement dit gn(∂d
+)
reste pre`s de p. Donc tout le disque gn(d
+) reste dans le domaine de carte, sinon
son aire serait supe´rieure a` ǫ2 par le the´ore`me de Lelong. Soit hn la compose´e de
gn avec la carte sur d
+. Elle est uniforme´ment borne´e sur d+ et tend vers 0 sur
d+∩]− 1, 1[. Par le the´ore`me des deux constantes log ‖hn‖ tend vers −∞, d’ou` le
re´sultat.
Analysons l’apparition de bulles en un point d’explosion au bord. On va con-
vertir celui-ci en une explosion inte´rieure par reparame´trage, en raisonnant par
induction sur la borne d’aire. Amorc¸ons cette re´currence quand la borne d’aire
vaut 1. Conside´rons une explosion au bord, par exemple en 0. On peut trouver
une suite an tendant vers 0 telle que gn(an) converge vers un point diffe´rent de p.
Soit d+n le demi-disque centre´ en Re(an) de rayon 2Im(an) et rn son parame´trage
affine par D+. La compose´e gn ◦ rn satisfait la meˆme borne d’aire et tend vers p
sur ] − 1, 1[. Elle converge donc vers p en dehors de points d’explosion dont l’un
au moins est a` l’inte´rieur (en i2). Par le the´ore`me il s’y cre´e une bulle d’aire au
moins 1. Elle absorbe donc toute l’aire de l’image, interdisant d’autres explosions
pour gn ◦ rn. En revenant a` gn on obtient bien une bulle en 0 qui concentre l’aire.
2. De´monstration du the´ore`me, cas re´parti.
Soit T un courant d’Ahlfors provenant des disques ∆n chargeant un compactK.
Il s’agit de construire une courbe entie`re obtenue par reparame´trage de disques de
∆n et passage a` la limite au sens de Gromov et coupant K sur un ensemble d’aire
non nulle. Dans la suite on parlera de courbe entie`re issue de (∆n) coupant K.
Notons au passage qu’une courbe rationnelle produite par explosion d’une suite
de disques d’aire borne´e dans ∆n est un cas particulier de courbe entie`re issue de
(∆n), celui d’aire finie.
Pre´cisons le contexte. On parame`tre ∆n par une application fn holomorphe sur
D et lisse jusqu’au bord. Notons an l’aire de ∆n et ln la longueur de son bord. Par
hypothe`se ln = o(an). Si an reste borne´e, ln tend vers 0. Il s’ensuit que fn tend
vers une constante au sens de Gromov : toute l’aire se concentre dans des bulles
(voir pre´liminaires). On cre´e ainsi directement des courbes rationnelles issues de
(∆n) dont l’une au moins coupera K.
On supposera donc que an tend vers l’infini. Pour alle´ger l’expose´ on fera meˆme
l’hypothe`se suivante :
(H) aucune courbe rationnelle issue de (∆n) ne coupe K.
Les courbes entie`res que l’on va construire seront donc d’aire infinie.
Dans la suite, une famille de disques ou d’anneaux de cardinal de l’ordre de an
sera dite consistante. On omettra de pre´ciser “quitte a` extraire en n” ou “pour n
assez grand” dans les raisonnements qui vont suivre.
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Construction des germes.
Comme T charge K, les voisinages de K contiennent une proportion fixe de
l’aire des disques ∆n. Autrement dit, il existe δ > 0 tel que aire(∆n ∩ Un) ≥ δan,
ou` (Un) est une base de voisinages de K.
Notons µn la mesure f
∗
n(1Unω) ou` ω est la forme d’aire associe´e a` la me´trique
hermitienne sur X .
Construisons une famille consistante Fn de disques disjoints dans C de masse
1 pour µn. Pour cela, a` chaque point de D on associe le plus petit disque centre´
en ce point et de masse 1 pour µn. Par le lemme de Besicovitch (voir [7]), on
peut extraire de cette famille des sous-familles en nombre au plus C (constante
universelle), chacune constitue´e de disques disjoints, et dont la re´union totale
recouvre D. Il s’ensuit qu’une de ces sous-familles couvre un ensemble de masse
au moins δan
C
pour µn. Elle est donc consistante, c’est notre famille Fn. A ce
stade les disques de Fn ne sont pas force´ment dans D.
Doublement des disques.
Supposons que nous puissions extraire de Fn une sous-famille F
1
n consistante
dont les disques double´s restent disjoints. Ici le double 2d (plus ge´ne´ralement λd)
d’un disque d est le disque concentrique de rayon double (de rayon multiplie´ par
λ). On va voir qu’une bonne partie des disques de F 1n restent dans D et que leurs
images sont d’aire borne´e.
En effet, on sait que card(F 1n) ≥ ǫan. Un calcul d’aire montre que les disques
double´s de F 1n d’aire grande (tels que aire(fn(2d∩D)) ≥
2
ǫ
) sont au plus ǫ2an. Ainsi,
quitte a` re´duire F 1n de moitie´, les images des disques double´s satisferont une borne
d’aire uniforme. De meˆme un calcul de longueur donne que les disques double´s
de F 1n a` bord long (tels que long(fn(2d ∩ ∂D)) ≥
4ln
ǫan
) sont au plus ǫ4an. Donc,
quitte a` re´duire encore F 1n , les disques double´s ve´rifieront que long(fn(2d ∩ ∂D))
tend vers 0 puisque ln = o(an).
Ceci permet de confiner les disques de F 1n dans D. Sinon, soit dn dans F
1
n
rencontrant ∂D. Son double 2dn coupe largement ∂D. Soit hn la repre´sentation
conforme syme´trique de D+ sur 2dn∩D envoyant ]−1, 1[ sur 2dn∩∂D. Graˆce aux
pre´liminaires, fn ◦ hn converge au sens de Gromov vers un point. En particulier
toute l’aire pre`s de K est absorbe´e dans des bulles, contredisant (H).
Continuons la discussion en se´parant deux cas, suivant que l’on peut poursuivre
inde´finiment ce processus de doublement ou non. Un mode`le simple du premier cas
est une famille Fn de disques de meˆme taille bien re´partis dans D. Le second cas
correspond par exemple a` une famille Fn forme´e d’une chaˆıne de disques proches
de taille de´croissant rapidement : ils se concentrent en un point. On voit dans
le cas re´parti qu’un nombre consistant de disques double´s restent disjoints. Par
contre, dans le cas concentre´ les disques double´s sont tous emboˆıte´s.
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Cas re´parti.
Finissons l’argument dans le cas ou` l’on peut toujours doubler. On construit
donc des familles consistantes F kn de´croissantes en k telles que :
i) si d est un disque de F kn , 2
kd est contenu dans D,
ii) il existe une constante Ck inde´pendante de n telle que aire(fn(2
kd)) ≤ Ck.
On en de´duit ainsi une suite de disques (dn) telle que 2
ndn reste dans D,
aire(fn(dn) ∩ Un) = 1 et aire(fn(2
kdn)) ≤ Ck pour 1 ≤ k ≤ n. Si rn est le
parame´trage affine de dn par D, fn ◦ rn est donc de´finie sur 2
nD et d’aire uni-
forme´ment borne´e sur les compacts de C. Cette suite converge au sens de Gromov
vers une courbe entie`re qui coupe K.
3. De´monstration du the´ore`me, cas concentre´.
Supposons que le processus de doublement s’interrompe a` un moment, par
exemple au de´but. Autrement dit, on ne peut extraire de Fn une famille consistante
dont les disques double´s soient disjoints. On va profiter de ceci pour construire des
ligne´es de disques grossis emboˆıte´s, comme dans le mode`le concentre´. Soit 4Fn la
famille des disques 4d ou` d parcourt Fn.
Pre´paration de la famille.
Quitte a` re´duire 4Fn d’un facteur fixe, on peut supposer que seuls les disques de
taille franchement diffe´rente s’intersectent. Pre´cise´ment, soient deux disques d, d′
dans 4Fn (d
′ plus petit que d). On veut s’assurer que si 2d et 2d′ s’intersectent,
alors d′ est 16 fois plus petit que d.
Pour cela, de´nombrons les disques d′ plus grands que 116d tels que 2d et 2d
′
s’intersectent. Ne´cessairement 5d contient d′. Or, les disques 14d
′ e´tant disjoints et
plus grands que 164d, ils sont en nombre au plus 320
2 dans 5d par un calcul d’aire.
Il suffit donc de re´duire notre famille de ce facteur. Notons-la encore 4Fn.
Arborescence d’incidence.
Les incidences de disques donnent une structure de graphe oriente´ sur 4Fn. Les
sommets en sont les disques et une areˆte joint d a` d′ si d′ est plus petit que d et
d′ intersecte d.
Voici comment on modifie ce graphe en une arborescence.
Partons du disque d le plus petit de 4Fn. S’il rec¸oit k areˆtes, leurs origines
d1, ..., dk sont de taille tre`s diffe´rente par ce qui pre´ce`de. On les suppose ordonne´es
de manie`re de´croissante. On remplace alors les areˆtes d’extre´mite´ d par le chemin
d’areˆtes d1 → d2 → ... → dk → d. On proce`de de meˆme avec le disque suivant
en taille en tenant compte des modifications pre´ce´dentes et l’on continue jusqu’a`
e´puisement de la famille.
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On obtient une arborescence qui code encore les (presque) incidences des dis-
ques. En effet, si d intersecte d′ on a toujours un chemin dans l’arborescence de d
a` d′. Inversement, en pre´sence d’un chemin de d a` d′ on ve´rifie que d′ est contenu
dans 2d.
Analyse de l’arborescence.
Introduisons un peu de terminologie. Appelons fils de d l’extre´mite´ d’une areˆte
issue de d (on parlera inversement de pe`re).
On distingue dans l’arborescence les sommets terminaux (sans fils), simples (a`
fils unique) et multiples (avec au moins deux fils). Notons tn, sn et mn leurs
nombres respectifs. Nous allons voir que la plupart des sommets sont simples.
Le nombre total de sommets est de l’ordre de an. Par construction les sommets
terminaux correspondent a` des disques disjoints entre eux dans 4Fn. Ils sont
donc par hypothe`se en nombre ne´gligeable devant an. En de´nombrant de deux
manie`res les areˆtes (par leur origine ou leur extre´mite´), on ve´rifie classiquement
que la somme des valences est majore´e par le nombre de sommets.
Autrement dit, sn+2mn ≤ tn+sn+mn d’ou` mn ≤ tn. Donc mn+ tn = o(an),
et la plupart des sommets sont simples.
Supprimons les sommets multiples de l’arborescence. Celle-ci se de´compose
alors en un certain nombre de chemins sans branchement appele´s ligne´es. Leur
nombre est ne´gligeable devant an puisque toute ligne´e aboutit a` un sommet ter-
minal ou multiple.
Pre´paration des ligne´es.
Ces ligne´es correspondent essentiellement a` des successions de disques emboˆıte´s.
Pre´cise´ment, 2d′ est contenu dans 34d pour la plupart des areˆtes d→ d
′ des ligne´es.
Si ce n’est pas le cas, 2d′ e´vite 12d puisque d
′ est beaucoup plus petit que d. Donc
tous les descendants de d′ sont disjoints de 1
2
d par ce qui pre´ce`de. Autrement dit,
le disque 12d est un des sommets terminaux de la famille 2Fn munie de son graphe
d’incidence. Comme ceux-ci sont disjoints, leur nombre est ne´gligeable devant an.
Supprimons ces exceptions. Cela coupe nos ligne´es en des ligne´es plus courtes,
en nombre toujours ne´gligeable devant an. Les anneaux obtenus comme diffe´rence
de deux disques d’une meˆme ligne´e vont jouer dans le cas concentre´ le roˆle de´volu
aux disques dans le cas re´parti.
Remarquons de´ja` que l’image d’un anneau d1 − d7, ou` d1 → ... → d7 est
un morceau de ligne´e de longueur 6, conserve de l’aire pre`s de K. En effet,
cet anneau (et meˆme l’anneau plus petit 34d1 − 2d7) doit contenir l’un des dis-
ques initiaux 14d1, ...,
1
4d6 de Fn. Sinon ces disques intersecteraient tous 2d7. On
pourrait alors les grossir le´ge`rement en des disques d’intersection non vide. C’est
ge´ome´triquement impossible puisque chaque disque est centre´ en dehors des autres
(voir [7], p.29).
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Pour alle´ger les notations, on e´claircit nos ligne´es de la manie`re suivante : on
les subdivise en morceaux de longueur 6, puis on remplace chaque morceau par
une seule areˆte en supprimant les sommets interme´diaires.
Pour ces nouvelles ligne´es, les anneaux de la forme d− d′ (d′ fils de d) sont par
construction disjoints, de module minore´ et d’image conservant de l’aire pre`s de
K. Ils forment une famille consistante note´e Gn.
Doublement des anneaux.
Voici comment on “double” ces anneaux. Si a est l’anneau d − d′, on notera
2a l’anneau d1 − d
′
1 ou` d1 est le pe`re de d et d
′
1 le fils de d
′. On peut doubler la
plupart des anneaux de Gn et ces doubles se recouvrent au plus 3 fois. On peut
donc, comme au paragraphe 2, extraire de Gn une famille consistante G
1
n dont les
anneaux double´s sont disjoints et ve´rifient :
i) aire(fn(2a ∩D)) ≤ C1,
ii) long(fn(2a ∩ ∂D)) tend vers 0.
Comme pour les disques dans le cas re´parti, ceci force les anneaux de G1n a`
rester dans D. Sinon, soit an = d − d
′ dans G1n rencontrant ∂D. Son double
d1 − d
′
1 coupe largement ∂D. En fait ∂D se´pare l’anneau exte´rieur bn = d1 − d
de son double en deux disques topologiques. Soit hn la repre´sentation conforme
syme´trique de D+ sur d1∩D envoyant ]−1, 1[ sur d1∩∂D. La suite diffe`re suivant
que d et d1 restent de taille comparable ou non.
Dans le premier cas, la pre´image par hn de bn ∩ D converge vers un disque
topologique dont le bord rencontre largement ] − 1, 1[. Graˆce aux pre´liminaires,
fn ◦ hn y tend au sens de Gromov vers un point. Toute l’aire de l’image pre`s de
K doit eˆtre absorbe´e dans des bulles, contredisant (H).
Dans le second cas, le module de bn tend vers l’infini. Par un argument longueur-
aire, on trouve un cercle cn dans bn tel que long(fn(cn∩D)) tend vers 0. Ce cercle
se´pare bn en un anneau exte´rieur b
+
n et un anneau inte´rieur b
−
n dont les modules
tendent aussi vers l’infini. L’image de l’un d’entre eux, par exemple b+n , conserve
de l’aire pre`s de K. La pre´image de b+n ∩D par hn tend vers D
+. Comme plus
haut fn ◦ hn y converge au sens de Gromov vers un point. Ceci force l’apparition
de courbes rationnelles coupant K, contredisant (H).
Fin de l’argument.
Cette fois, le processus de doublement s’ite`re sans obstacle. On construit donc
des familles consistantes Gkn de´croissantes en k telles que :
i) si a est un anneau de Gkn, 2
ka est bien de´fini et contenu dans D,
ii) il existe une constante Ck inde´pendante de n telle que aire(fn(2
ka)) ≤ Ck.
On en de´duit ainsi une suite d’anneaux (an) telle que 2
nan reste dans D,
aire(fn(an) ∩ Un) ≥ 1 et aire(fn(2
kan)) ≤ Ck pour 1 ≤ k ≤ n.
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Comme plus haut, la fin de l’argument diffe`re suivant que les bords inte´rieur et
exte´rieur de an restent de taille comparable ou non.
Dans le premier cas, soit rn l’automorphisme de C envoyant l’origine sur le
centre du bord inte´rieur de 2nan et de rapport le diame`tre de an. Par construction
la pre´image de 2kan par rn tend vers C
∗ quand k tend vers l’infini. La compose´e
fn ◦rn est donc d’aire uniforme´ment borne´e sur les compacts de C
∗. Elle converge
au sens de Gromov vers f : C∗ → X . Comme l’anneau central r−1n (an) reste dans
un compact fixe de C∗, on en conclut que f(C∗) coupe K puisque l’aire pre`s de
K ne peut eˆtre absorbe´e dans des bulles d’explosion.
Dans le second cas, le module de an tend vers l’infini et l’on peut trouver un
cercle dans an dont l’image par fn a une longueur qui tend vers 0. Ce cercle se´pare
an en deux anneaux a
+
n et a
−
n dont le module tend aussi vers l’infini. L’image de
l’un d’entre eux par fn, par exemple a
+
n , conserve de l’aire pre`s de K. Soit rn
l’automorphisme de C envoyant l’origine sur le centre du bord inte´rieur de a+n et
de rapport le diame`tre de an. La pre´image de 2
ka+n par rn tend vers C
∗ quand
k tend vers l’infini. Graˆce aux pre´liminaires, fn ◦ rn converge au sens de Gromov
vers une courbe entie`re qui coupe K.
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